
今⽇日のはなし  (まずは単変量量で！来週、多変量量版＋α)

[午前]

[午後]

• 確率率率ってそもそも何なの？  
• 3つの道具：確率率率変数、確率率率分布、期待値  
• 確率率率から統計へ：⺟母集団と標本,  統計量量と標本分布  
• 正規分布とその性質

• 正規分布の兄弟  (カイ⼆二乗分布,  t分布)  
• 確率率率を導⼊入しないとできないこと：区間推定と仮説検定  
• 正規線形モデルと回帰係数の検定  
• 回帰係数・⺟母回帰の区間推定：予測区間と信頼区間

混乱したらここ(初⼼心)へ戻り、太字の概念念を理理解したか確認！



区間推定と仮説検定

１.  正規分布、カイ⼆二乗分布、t分布  

２.  区間推定  

３.  仮説検定

推測統計でやりたいことのキホン



正規分布まとめ

❶

❷

❸



は⾃自由度度 　  の 　    分布に従う。

⾃自由度度 　の 　  分布

に対し、

統計量量

カイ⼆二乗分布      ( 　  分布)



⾃自由度度 　のt分布

で 　 　 　が独⽴立立のとき、

統計量量 は⾃自由度度 　  のt分布に従う。

t分布



確率率率を導⼊入しないとできないこと：仮説検定

（例例１）システムAとシステムBの使いやすさを、5点満点で12
⼈人の被験者に評価してもらったところ、システムBの⽅方が平均値
が⾼高いことがわかった。システムBの⽅方がシステムAより使いや
すいと⾔言えるだろうか。（よくあるデータのばらつきの範囲だ
ろうか。それとも、「違いがある」と⾔言えるだろうか。）

（例例２）40⼈人の被験者から、3⽉月分と4⽉月分の携帯電話の通話
料料のデータを集め、4⽉月分の平均値は3⽉月分の平均値より⼤大きい
ことがわかった。この結果から、3⽉月と4⽉月では携帯電話の通話
料料に差があると⾔言えるだろうか。

http://d.hatena.ne.jp/Zellij/20140608/p1



仮説検定の例例：⼆二つの⺟母平均の差の検定

正規分布N(μ1,σ2)から得たn1個の標本と  
正規分布N(μ2,σ2)から得たn2個の標本に基づいて  
２つの⺟母平均が異異なるかどうかをテスト(検定)する。

⼿手に⼊入らない 第1⺟母集団
N(μ1,σ2)

第2⺟母集団
N(μ2,σ2)

n1個の標本 n2個の標本⼿手に⼊入る

μ1  =  μ2  ??

検定



仮説検定の戦略略

1. ⺟母集団のモデルを仮定        システムAの評価値  〜～  N(μA,σ2)  
 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　  システムBの評価値  〜～  N(μB,σ2)  

2. ある標本統計量量T(検定統計量量)を設計  

3. この統計量量TのもしμAとμBに差がない場合の標本分布Pを導出  

4. いま⼿手元にあるデータでTの値tを計算して、⼿手元の実現値より 
極端な値が得られる確率率率P(T>t)を計算。つまり、本当は差がない 
のに「よくあるデータのばらつきの範囲」で⼿手元のデータが 
得られてしまう確率率率を求めてみる。



5. この確率率率が⼩小さければ(0.01以下とか)、⼿手元の実現値は「よく 
あるデータのばらつき」では起こり得ないと考える。 
この場合、「μAとμBに差がない」と考えるのは合理理的ではない！ 
→ 　「μAとμBには偶然で起こりうる以上の差がある」と結論論

仮説検定の結論論と「統計的有意性」

「統計的に有意に差がある」と⾔言う。

検定の(トリッキーな)ロジックの構造

データから⾔言いたいこと  
「差がある」を否定した  
状況での、ある統計量量Tの  
標本分布を求める

⼿手元のデータで統計量量Tを  
計算し、標本分布でその  
値以上が得られる確率率率を  
計算する

確率率率が⼩小さい 
→「差がない」と考えるには  
無理理があると考える  

確率率率が⼤大きい 
→  特になにも⾔言えない



★  仮説検定

標本 から⺟母平均に関する仮説が正しそう
か検定したい。

たとえば、仮説「 　 　    」かどうか検定するには？

もしこの仮説が真ならば、

より、

 　  を計算して、それが 　 　 　 　から来たっぽさを検査



ステップ１：

⾔言いたいこと：「 　 　 　」ではない。

否定したこと：「 　 　 　」である。(帰無仮説)

帰無仮説が成り⽴立立たないとき「⾔言いたいこと」が  
成り⽴立立つようにする。(⾔言いたいこと=対⽴立立仮説)



ステップ２：

もし帰無仮説が真ならば、

より、

分布もわかっているしこれが検定統計量量に使えそう?

帰無仮説が成り⽴立立つと仮定して、検定統計量量をきめて 
その標本分布を求める。



も未知なので計算できず。

ここで問題が発⽣生

(仕⽅方ないので)計算できる標本分散で代⽤用

検定統計量量 の標本分布は?



使える知⾒見見1：

(1)

(2) とおけば



統計量量 　 　 　 　 　 　 　    に対し

使える知⾒見見2：

証明:  
http://mathtrain.jp/chinijoproof

つまり なので



⺟母平均          に関する仮説を検定したければ、  
統計量量 　 　を計算し、⾃自由度度n-‐‑‒1のt分布ぽいかを  
調べればよし(分布の裾5%に⼊入るほど稀な値か否か)。

従って、

は、⾃自由度度  n-‐‑‒1  のt分布に従う！

この統計量量 　  は⺟母分散 　    を含まない

まとめ

❸



(というかt分布はこのために⽣生まれた)

のとき、

は

❸

注：不不偏分散の  
⾃自由度度のみに依存

⾃自由度度



★  検定のまとめ

裾確率率率

⺟母平均          に関する仮説を検定したければ、  
統計量量 　 　を計算し、⾃自由度度n-‐‑‒1のt分布ぽいかを  
調べればよし(分布の裾5%に⼊入るほど稀な値か否か)。

まとめ

ここの⾯面積

ここの値

5%



正規分布まとめ

❶

❷

❸



★  検定から区間推定へ

確率率率       　 　で
95%

裾確率率率

ここの⾯面積

ここの値

5%



⺟母平均の信頼区間

⺟母平均  
(未知)

下限 上限

未知量量が1-‐‑‒αの確率率率でこの範囲に⼊入ることが分かる。  
なおかつ、上限・下限は簡単に計算できる量量！

注： 　  の値の計算は⾃自明ではないが数値計算できる
(昔は数値表を参照していた)



推定・検定のしかた  (まとめ)

❶  検定統計量量の選定 
 　  標本統計量量  Z  の分布(標本分布)を解析的に求める。 
        あるいは分布型が分かるような統計量量  Z  を考える。

❷  (両側)検定:  検定統計量量  Z  を計算し、  
        |Z|の値がzαより⼤大きければ有意

❸  区間推定:    P(|Z|≥zα)より、確率率率1-‐‑‒αで|Z|<zαと  
 　  なることより、関⼼心のある⺟母数の信頼区間を導出
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正規線形モデルと回帰

Given:

Observe:

正規乱数

観測された 　 　 　 　 　 　 　 　  およびQ:
から、その背後にある未知パラメタ 　 　 　 　  をどの  
くらいの精度度で当てられる？？







観測されなかったがこうであったかもしれない標本を考慮する

とおくと

標本分布を考えることができる！



推定問題としての「回帰」

Given:

Observe:

正規乱数

観測された 　 　 　 　 　 　 　 　  およびQ:
から、その背後にある未知パラメタ 　 　 　 　  をどの  
くらいの精度度で当てられる？？

まず「単変量量」の場合  (説明変数が１こだけの回帰)

平均

平⽅方和 偏差積和

(2.1)式

(2.2)式 (2.8)式



とおくと ⽐比較:  教科書(4.10)(4.15)式



確認

(1)

(2)

(3)

(4)



単回帰のまとめ

回帰係数の推定量量

回帰式

残差平⽅方和

寄与率率率  
(決定係数)
=  相関係数の⼆二乗

(最⼩小⼆二乗推定)

(4.22)式



推定の準備1

よって、



推定の準備2

回帰係数の推定量量
(最⼩小⼆二乗推定)

は平均 　 　 　 　分散

教科書(4.25)



の不不偏推定

準備1の結果

より



よって、 　  の不不偏推定量量は以下で与えられる。

未知パラメタへの代⼊入 　 　 　 　 　 　 　 　により⾃自由度度が2減っている。

教科書(4.18)



単回帰の推定量量のまとめ  (1)

①  係数の推定量量

回帰式

②  切切⽚片の推定量量

データの背後に置く仮定

③  残差分散の不不偏推定量量



単回帰の推定量量のまとめ  (2)

①  係数の推定量量

②  切切⽚片の推定量量

③  残差分散の不不偏推定量量

注意：教科書では最初から平均値を  
                  引いてあるので

教科書(4.62)

教科書(4.63)

教科書(4.61)



回帰式の推定量量の分布

期待値

分散

教科書  (4.64)式



予測値の分布

期待値

分散



回帰に関する推定・検定

(1)  回帰係数の検定：y  =  a  x  +  bについて  a  ≠  0 
  帰無仮説「a=0」を検定  (a=0なら回帰に意味がない)  

(2)  真の回帰係数aの区間推定 
  確率率率95%で真の回帰係数aが⼊入る信頼区間を求める  

(3)  ⺟母回帰a  x  +  bの区間推定 
  確率率率95%で⺟母回帰a  x  +  bが⼊入る信頼区間を各xで求める  

(4)  yの予測区間の推定  (予測値の信頼区間)  
  確率率率95%でyが⼊入る信頼区間を各xで求める

正規分布に従う確率率率変数の線形和は正規分布に従う(証明なし)。  

また、回帰モデルの⺟母数の推定量量(と標本分布)が得られるので



再掲：検定から区間推定へ

確率率率       　 　で
95%

裾確率率率

ここの⾯面積

ここの値

5%



仮説 　 　 　    を検定

回帰係数の区間推定と検定

標準化

正規乱数の線形変換は  
正規分布に従うので  
(詳細省省略略)

不不偏推定量量を代⼊入

95%信頼区間

もし 　 　 　 　ならば 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　であり 　  と 　  に関係がない

区間推定

仮説検定

検定統計量量 　 　に対し 　 　 　 　 　 　 　 　 　なら有意⽔水準 　  で仮説を棄却



⺟母回帰の推定:  信頼区間と予測区間

回帰式

より、点 　  での⺟母回帰の信頼率率率95%の区間推定(信頼区間)は

⺟母回帰を⽤用いて、 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　の関係より、点 　  で  
⽬目的変数 　  の予測値の信頼率率率95%の区間推定(予測区間)が出来る。

回帰式

⺟母回帰の信頼区間

予測区間

※回帰式は点 　 　 　  を通る



例例題：単回帰を計算してみよう

(1)直線の傾きと切切⽚片は?  
(2)  x=2.0のときのyの回帰による予測は?

●

●

●

1 2 3 4

22
23

24
25

26

x

y

slope: 1.001997 intercept: 21.221174

x y

3.8 25.5

1.2 22.55

3.25 23.88



❶〜～❸を計算すること

傾きの推定量量

切切⽚片の推定量量

残差分散の不不偏推定量量

は未知量量なので

で代⽤用

(分布が正規分布→t分布に)

❷

❸

❹

❶



(1)直線の傾きと切切⽚片は?

より



❷
❶

❸

❹

❺

❻



> x <- c(3.8, 1.2, 3.25)
> y <- c(25.5, 22.55, 23.88)
> res <- lm(y~x)
> summary(res)

Call:
lm(formula = y ~ x)

Residuals:
      1       2       3 
 0.4712  0.1264 -0.5977 

Coefficients:
            Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)  
(Intercept)  21.2212     1.1821  17.953   0.0354 *
x             1.0020     0.3981   2.517   0.2408  
---
Signif. codes:  0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.7715 on 1 degrees of freedom
Multiple R-squared:  0.8636, Adjusted R-squared:  0.7273 
F-statistic: 6.333 on 1 and 1 DF,  p-value: 0.2408

> coef(res)
(Intercept)           x 
  21.221174    1.001997 
> confint(res)
                2.5 %    97.5 %
(Intercept)  6.201800 36.240548
x           -4.056962  6.060957
> predict(res,data.frame(x=2.0),interval="confidence")
       fit      lwr      upr
1 23.22517 16.41121 30.03913
> predict(res,data.frame(x=2.0),interval="prediction")
       fit      lwr      upr
1 23.22517 11.28649 35.16385

❸
❹

❺
❻



例例：単回帰を計算してみよう(教科書p.43〜～)

(1)直線の傾きと切切⽚片は?(例例題1,p.49)  
(2)  x=5.0のときのyの回帰による予測は?(例例題4,p.55)



例例：単回帰を計算してみよう(教科書p.43〜～)

(1)直線の傾きと切切⽚片は?(例例題1,p.49) 
傾き  4.52,  切切⽚片  61.9  

(2)  x=5.0のときのyの回帰による予測は?(例例題4,p.55)  
y=4.52  x  5.0  +  61.9  =  84.5

(3)  傾き≠0かどうかの検定と傾きの区間推定 
  T  =  10.6  ≥  t(8,0.05)  =  2.306  で有意である。 
また、信頼率率率95%で、3.53  ≤  傾き  ≤  5.51

(4)  x=5.0のときの⺟母回帰の信頼区間と予測区間 
信頼率率率95%で  82.7  ≤  5.0  a  +  b  ≤  86.3  (信頼区間)  
信頼率率率95%で  80.7  ≤  5.0  a  +  b  +  Z  ≤  88.3  (予測区間)


