
今⽇日の話：主成分分析  (PCA)

[午前]

[午後]

• 分散共分散⾏行行列列  
• ⾏行行列列の固有値分解  
• ２次形式の標準化

• 主軸変換  
• 主成分分析  
• 主成分負荷量量・寄与率率率・因⼦子負荷量量

今後の⽇日程

7/28  午前：固有値と２次形式 　      午後：主軸変換と主成分分析
8/4      午前：数量量化と特異異値分解 　午後：まとめ・アンケート
重要：本⽇日配布のレポート試験の回答を8/5までに提出



主成分分析:  Principal  Component  Analysis  (PCA)
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第⼆二主成分

知りたいこと
• 主成分により低い次元でデータを解釈できないか？  

• それぞれの主成分の説明⼒力力はどれくらいか？  

• 主成分により 　 　 　  の特徴付け・分類ができるか？
(教科書  p.6)

第⼀一主成分







多変量量のデータのイメージ  (2変量量の例例)
体
重

⾝身⻑⾧長

⾝身⻑⾧長  h 体重  
w1 174.0 64.1

2 169.6 65.4
3 168.4 67.4
4 171.7 63.4
5 172.1 72.3
6 167.0 63.4
7 167.0 62.5
: : :
999 172.7 64.9
1000 167.3 61.97
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散布図 表形式データ
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体重だけの  
周辺分布

⾝身⻑⾧長だけの  
周辺分布

同時分布



判別分析:  Discriminant  Analysis
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第⼀一群

第⼆二群

第⼀一群  or  第⼆二群？

知りたいこと
• 検査値 　 　 　    から第１群か第２群か判別できるか？  

• 判別できるとすればその精度度はどれくらいか？  

• 例例えば   　 　 　 　 　 　 　 　 　ならどう判別されるか？
(教科書  p.4)



主成分分析:  Principal  Component  Analysis  (PCA)
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第⼆二主成分

知りたいこと
• 主成分により低い次元でデータを解釈できないか？  

• それぞれの主成分の説明⼒力力はどれくらいか？  

• 主成分により 　 　 　  の特徴付け・分類ができるか？
(教科書  p.6)

第⼀一主成分







多変量量としての「画像」

5184  x  3456  =  17915904

5184

3456

17915904個の要素を持つ  
多変量量ベクトルとして扱う



17915904個の要素を持つ多変量量ベクトルとして扱う

p  =  17915904

n  =  1200枚あっても全然⾜足らない…
(17915904次元空間に1200個の点がある状況)

でも、ほんとに17915904変量量も要る？？

次元削減問題  (p>>n問題)

(固有ベクトルがほんとにp本要る？？)

固有ベクトル(主成分を与える基底)をひとつづつみてみよう…



固有顔  (Eigenface)





主軸変換

スケーリング 基底変換
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固有ベクトル⽅方向に直交座標を取り直してから成分表⽰示

標準化(⽩白⾊色化)
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基底の変換〜～分散共分散⾏行行列列〜～正規分布
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標準正規分布 ⼀一般正規分布

変換

標準化  
(単変量量)

対⽐比

2乗的な量量
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等確率率率⾯面は球形 等確率率率⾯面は楕円体形

2D:等⾼高線が真円形 2D:等⾼高線が楕円形

確率率率変数の標準化  (多変量量)参考：確率率率変数の標準化  (単変量量)

Zの平均=0  
Zの分散=1

Zの平均ベクトル＝0  
Zの分散共分散⾏行行列列=単位⾏行行列列

標準化変換  (基底変換+平⾏行行移動)前回資料料



要素は　 と　 の共分散

分散共分散⾏行行列列

多変量量の分布の”散らばり”具合  (2次の統計量量)  を司る

→ 対角要素は分散



分散共分散⾏行行列列：ベクトル・⾏行行列列表記

とベクトル表記すれば



分散共分散⾏行行列列の固有構造  (スペクトル分解)

• 対称⾏行行列列なので固有ベクトルは直交する  
• 正定値⾏行行列列なので正定値な平⽅方根⾏行行列列が唯⼀一存在

固有ベクトル 固有値 固有ベクトル(転置)



分散共分散⾏行行列列の平⽅方根⾏行行列列

• ⼆二乗したらΣ 

• 固有ベクトルはΣと同じ  
• 正定値⾏行行列列
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逆基底変換

(直交⾏行行列列)

❶

❶

基底変換と固有値・固有ベクトル
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変換
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スケーリング
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基底変換

❸

❸

平⾏行行移動❹
❹
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変換
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基底変換スケーリング

平⾏行行移動

❶
❷
❸

❹❶

❷ ❸

❹任意の直交変換

(直交⾏行行列列)

注意：実は直交変換分の⾃自由度度がある



平⽅方根⾏行行列列だと対称+固有構造不不変かつ逆変換も奇麗麗
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変換

の固有値
の固有ベクトル

同確率率率⾯面(2Dでは等⾼高線)の楕円体の⻑⾧長軸・短軸は 
分散共分散⾏行行列列の固有値・固有ベクトルで決まる！

いずれにしても  
⾔言える事



等確率率率⾯面の楕円体の式は？
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逆変換した後に原点から等距離離な点の集合

マハラノビス距離離

正規分布の密度度も⼀一定



標準正規分布  vs  ⼀一般の多変量量正規分布
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等確率率率⾯面は球形 等確率率率⾯面は楕円体形

2D:等⾼高線が真円形 2D:等⾼高線が楕円形

前回資料料



相関係数:  標準化変数の共分散

共分散

相関係数

標準化  (平均0,分散1の確率率率変数に変換)



相関係数の直感的イメージ

相関係数

分布の真ん中(平均)とブレ幅(分散)を整えた後の変動の類似標準化



正の相関

負の相関

無相関

(パターンなし)



相関⾏行行列列との関係：ベクトル・⾏行行列列表記

分散共分散⾏行行列列 相関⾏行行列列

固有構造は変化する(固有値分解)

各々の変数を標準化  
(×  多変量量の標準化)



主成分分析

❶教科書の流流儀

❷他の流流儀

変量量を各々標準化してから解析

標準化はしないで解析

⇒  相関⾏行行列列の固有値問題に帰着

⇒  分散共分散⾏行行列列の固有値問題に帰着

• 結果は異異なるが、計算の要領領は同じ  
• 変量量で単位が違う(⾝身⻑⾧長cm,体重kg)場合で主成分を
解釈するなら❶  

• データそのままの低次元表現を求めるなら❷



主成分分析

多次元データの持っている情報をできるだけ損なわずに  
より低次元のデータに情報を縮約する⽅方法

射影すると分散が最⼤大になる  
軸を探す



主成分分析

⽅方向の軸に射影した際の分散

最⼤大にするにはLagrange未定乗数法より

なので、最⼤大の固有値の固有ベクトルが解  
分散の最⼤大値は最⼤大の固有値

(微分=0より)



蛇⾜足:  線形回帰  vs  直交回帰

直交回帰

第1主成分⽅方向最⼩小⼆二乗推定量量

yのみ誤差混⼊入 x,yともに誤差混⼊入
Ordinary  Least  Squares  (OLS) Total  least  squares  (TLS)

最⼩小⼆二乗回帰



第k主成分とΣの固有値・固有ベクトル

第⼆二主成分は第⼀一主成分に直交する⽅方向から探索索

結局、第k主成分はk番⽬目の固有値の固有ベクトル
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第三主成分は第⼀一主成分,第⼆二主成分に直交する⽅方向から探索索

…
標本 　 　の第 　主成分 　

標本の第k主成分 標本点 　  の上位k主成分表⽰示



対称⾏行行列列 　  に対して、Rayleigh商

Rayleigh-‐‑‒Ritzの定理理と⼆二次形式の最⼤大・最⼩小

固有値

正規直交固有ベクトル
上での 　 　 　    の値



主成分と分散共分散⾏行行列列の固有構造

の固有値
の固有ベクトル

第⼆二主成分は第⼀一主成分に直交する⽅方向から探索索

結局、第k主成分はk番⽬目の固有値の固有ベクトル

•           や 　 　を主成分負荷量量と呼ぶ  

•  　    ⽅方向の軸に射影した際の分散の値は  

•  　  

•  　主成分の分散の全体に占める割合 　 　 　 　 　        を寄与率率率と呼ぶ  

• 各々の標本 　      の主成分軸への射影 　 　 　  を主成分得点と呼ぶ
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因⼦子負荷量量  (Factor  Loading)
以下の関係より

因⼦子負荷量量：元の各々の変量量 　    と主成分 　    との相関係数

※各変量量 　    が元から標準化してあれば主成分負荷量量に等しい



主成分分析：教科書の具体例例



判別分析:  Discriminant  Analysis

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

第⼀一群

第⼆二群

第⼀一群  or  第⼆二群？

知りたいこと
• 検査値 　 　 　    から第１群か第２群か判別できるか？  

• 判別できるとすればその精度度はどれくらいか？  

• 例例えば   　 　 　 　 　 　 　 　 　ならどう判別されるか？
(教科書  p.4)



主成分分析:  Principal  Component  Analysis  (PCA)
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第⼆二主成分

知りたいこと
• 主成分により低い次元でデータを解釈できないか？  

• それぞれの主成分の説明⼒力力はどれくらいか？  

• 主成分により 　 　 　  の特徴付け・分類ができるか？
(教科書  p.6)

第⼀一主成分






